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Applications of simplicial complexes in the calculation of the homotopy
group of the sphere and in systems engineering

Abstract-In this article it is demonstrated, using the Theory of Simplicial Complexes,
that the Fundamental Group of the sphere is isomorphic to Z and some applications in
Systems Engineering are detailed.
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Resumen-En este articulo se demuestra,
usando Teoria de Complejos Simpliciales,
que el Grupo fundamental de la esfera es iso-
morfo a Z y se detallan algunas aplicaciones
en la Ingenieria de Sistemas.
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1. INTRODUCCION

En este articulo vamos a realizar una demostra-
cién de que existe un isomorfismo entre el grupo de
homotopia de la esfera y el conjunto de los nime-
ros enteros, dando una forma alternativa de prueba,
usando la teoria de complejos simpliciales, algunos
resultados se pueden ver en [2, 6, 8].

El grupo fundamental fue introducido por el
gran matematico francés Henri Poincaré en 1895,
ver [3]. La nocién de dos espacios que son del mismo
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tipo de homotopia, fue introducida por Witold Hu-
rewicz en una serie de cuatro articulos en 1935-36,
aparecidos en los Proceedings of the Koninklij-
ke Nederlandse Akademie van Wetenschapen. En
estos articulos Hurewicz introdujo también los gru-
pos de homotopia, andlogos en dimensién superior
al grupo fundamental. Estas ideas de Hurewicz han
jugado un papel esencial en la topologia algebraica
desde 1935, en particular el cédlculo del grupo de
homotopia usando elevacion de caminos.

Henri Poincaré, introduce también la subdivi-
sién baricéntrica sobre poliedros obteniendo resul-
tados innovadores en la topologia algebraica.

Por otro lado la nocién de aplicacién simplicial
entre poliedros fue introducida por L.E.J. Brouwer
(1881-1967) obteniéndose inclusive la subdivisién
baricéntrica relativa a un subcomplejo simplicial,
ver [5].

Se puede ver también que los complejos simpli-
ciales tienen aplicaciones en la Ingenieria de Siste-
mas, Ingenieria de Software y en otras disciplinas,
ver [1, 4, 7].

2. TEORIA DE COMPLEJOS SIMPLICIALES

2.1. Simplex

Un conjunto {a®,...,a"} de (n + 1) puntos de
R"™ es llamado geométricamente independiente si los
vectores a' —a, a®—a?, ..., a” —a® son linealmente

independientes.

Dado un conjunto {a’;...,a"} geométricamen-
te independiente, llamaremos n-simplejo geométrico
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al conjunto

n n
o = x:Ztiai:tiEO A Ztizl
1=0 =0

considerando con la topologia relativa usual de R"™.
Los a* son llamados los vértices de o™, los nime-
ros t; son llamados coordenadas baricéntricas de x
con respecto a los vértices a’. El entero no nega-
tivo n es llamado la dimension de o. Escribiremos
abreviadamente

o=ad%'...a"
Ejemplos:
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2 - simplex 3 - simplex

{en cada caso incluye el interior)

2.2. Complejo Simplicial

Dado un subconjunto {a®,a’,... a’"} de
{a®...;a"} con 0 < ip < iy < ... < i < n, el
conjunto

T T
T = x:thaij t; >0y th':l
=0 i=0

es llamada una cara de ¢™. Una cara propia es una
cara de ¢ distinta de o.

Un complejo simplicial es una coleccién de
simplices que comparten a lo mas una cara pero
no su interior.

S
‘ ' -
A

NO ES UN
COMPLEJO SIMPLICIAL

COMPLEJO
SIMPLICIAL

2.3. El poliedro de un complejo simplicial

Sea K un complejo simplicial, considere
K=o
oceK
la unién de todos los simplejos de K.

Definamos |K| una topologia como sigue: Un
subconjunto A de |K| serd cerrado en | K| si y sélo
si ANo es cerrado en o, para cada simplejo o € K.

El conjunto | K| provisto de esta topologia sera
llamado el poliedro de K.

Ejemplo:

K
Iy

El complejo simplicial K
es la coleccion de los seis
simplices & s 8

Mientras que ¢l Poliedro de K en
\Rz no es mas gue el hexagono
regular mostrado

2.4. Aplicaciéon Simplicial

Definicion 2.1. Dados dos complejos simpliciales
K y L, una aplicacién f : |K| — |L| serd llamada
una aplicacion simplicial si:

(1) Sia es un vértice de K, entonces, f(a) es un
vértice de L.
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(2) Si a%l...a™ es un simplex de K, entonces,
f(a®), f(a'),..., f(a™) generan un simplex de
L (note que los f(a') pueden no ser todos dis-
tintos).

(3) Siz =3 ,t;a’ es un punto en un simplex
aal ... a" de K, entonces,

Esto es, f es lineal sobre cada simplex.

Observacion: Toda aplicacién simplicial es
continua.

2.5. Aproximacién simplicial

Definicién 2.2. Sean K y L dos complejos simpli-
ciales y sea f : |[K| — |L| una aplicacién continua.
Una aplicacién simplicial g : |K| — |L| es llama-
da una aproximacion simplicial de f, si para cada
vértice v de K

f(St(v, K)) € St(g(v), L)

Observacion: La composicién de aproximacio-
nes simpliciales es una aproximacion simplicial.

Un resultado clave de nuestro trabajo es el si-
guiente:

Proposicién 2.1. Sean K, L dos complejos sim-
pliciales y f : |K| — |L| una aplicacidn continua.
Cualquier aproximacion simplicial g de f es ho-
motdpica a f relativo al subespacio de |K| de aque-
llos puntos x para los cuales f(x) = g(x).

Este resultado nos permitira al trabajar con cla-
ses de Homotopia elegir un representante simplicial
de cada clase, lo que nos sera de gran utilidad en
las aplicaciones.

2.6. Subdivision baricéntrica

Definicién 2.3. Sea o = v%! ... o™ un n-simplex.

El baricentro de o se define como el punto

_ 1
U:Zn+1’1)

n
=0

que es el unico punto en Ino cuyas coordenadas son
todas iguales.

Si o es un 1-simplex, entonces 7 es el punto me-
dio. Si o es un 0-simplex, entonces ¢ = . En gene-
ral, o es el centroide de o.

Definiciéon 2.4. Una subdivision baricéntrica es un
proceso de refinamiento por el cual a partir de un
complejo simplicial K obtenemos un nuevo com-
plejo simplicial K’ con mds simplices, pero de tal
manera que |K'| sea igual a K.

Ejemplo:

Trazamos el baricentro de
cada cara de K:

(w baricéntro de abc)

Dado el 2-simplex K : abc

Finalmente unimos estos bari-
centras y oblenemosun
nuevo compleo K.

Note que una subdivisién baricéntrica preserva
la dimensién, esto es, dimK = dimK’. Denotamos
la subdivisién baricéntrica de K como sd(K).

El proceso de subdivisién baricéntrica puede ser
iterada

sd"HK) = sd(sd"(K))

Obteniendo una familia de complejos simpliciales,
todos con el mismo poliedro y la misma dimen-
sion. Claramente, al menos en el caso finito, en cada
iteracién los simplices son cada vez mas pequenos.
Enunciamos esto como un Teorema:
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Teorema 2.2. Dado un complejo simplicial finito
K y un € > 0 cualquiera, entonces, existe un ente-
ro positivo N tal que cada simplejo en sd™ K tiene
didmetro menor que €.

Teorema 2.3 (Aproximacién Simplicial Rela-
tiva). Sean K, L complejos simpliciales y A un
subcomplejo de K. Sea |K| compacto y supongamos
que solo existe un numero finito de simplejos en
K\ A. Sea f : |K| — |L| una aplicacidn continua
tal que f| 4| es simplicial. Entonces existe N tal que
la composicion f tiene una aproximacion simplicial
g : sdV(K,A) — L tal que glja) = flia y g es
homotdpica a f relativa a |A|.

Ejemplo de iteracién sd*(K):

-

sd(K)

sd? (K) = sd{ sd{K))

3. CALCULO DEL GRUPO DE HOMOTOPiA
DE LA ESFERA

Teorema 3.1. m,(S1) = Z.

Demostracion. Sea f : S' — S! una aplicacién
continua y puntuada cualquiera. Sea K un com-
plejo simplicial tal que |K| ~ S!. Esto se justifi-
ca escogiendo K como el borde de un 2-simplejo.
Asf, K es un complejo finito con |K| compac-
to. Desde que |K| y f verifican las hipdtesis del
teorema de aproximacién simplicial relativa, con
A = {punto base de S'}, se sigue que existe una
subdivision K’ de K y una aplicacién simplicial
g: |K'l = |K| =~ S' - |K|] ~ S! tal que g es
homotodpica a f relativa al punto base.

Suponga que K’ tiene vértices vg, v1,...,v, y K
tiene vértices wq, wy, ws y los colocamos en sentido
antihorario, como en la siguiente figura

K' vy vy Wy K
v @
3 v w
o 0
n-1 ¥n Wy
Sea
gi:g|[vi,vi+1]a ZZO?"'?”

donde w,,+1 = vy. Entonces, claramente

(1)

(9] = [go]®...®[gi] ®[git1]®...e][g,].

Ya que g es simplicial lleva los vértice de K’
en los vértices de K, asi cada g(v;) es algin wj.
Ademads g(vg) = wy, por ser relativa al punto base.

Cada terna
gi * gi+1 * git2
resulta homotoépica al camino
wx1(s) = (cos2m(£1)s,sen2m(£1)s)

que es el lazo que da una vuelta a S! en sentido
antihorario u horario, segiin sea el signo positivo o
negativo.

Se muestra que (1) contiene exactamente un
numero entero de ternas

9i * §i+1 * gi+2
esto es, se tienen ¢ ternas como sigue

9] =[go*g1*xg2]e®...0[g; % git1*gita]e...

... 0 [gn—Q * gn—1 % gn}

Asi g es homotopica al camino
wq(s) = (cos 2mgs, sen 2mqs)

que es lazo que da ¢ vueltas a S' en sentido anti-
horario u horario segin sea g un entero positivo o
negativo.

g~ Wy
Esto nos permite definir la aplicacién
(Z,+) — (m(S'),e)
q = [wq]

que resulta ser un isomorfismo de grupos.

Por lo tanto concluimos que
71 (S') = Z.
|
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4. APLICACIONES DE LOS COMPLEJOS

SIMPLICIALES EN LA INGENIERIA DE
SISTEMAS

Los complejos simpliciales con otros entes ma-
tematicos, contirbuyen en el proceso de desarro-
llo de una herramienta de software disenada con
el propdsito de realizar los calculos necesarios para
obtener cuatro invariantes topolégicos, que son los
ntimeros de Betti, la dimensién del complejo simpli-
cial, el vector estructura, y la caracteristica Euler-
Poincaré.

Los resultados de estos cédlculos se interpretan
como el planteamiento de una definicién formal de
cohesién y acoplamiento en ingenieria de software,
criterios importantes para evaluar la modularidad
de un disenio.

ARQUITECTURA DEL PROGRAMA

Los complejos simpliciales se suelen representar
por medio de una matriz de incidencia (MI), muy
conveniente para calculos computacionales, cuyas
columnas son etiquetadas por sus vértices, y las filas
son etiquetadas por los simplices. A continuacién se
muestran los complejos simpliciales con sus respec-
tivas MI. La siguiente figura muestra un tetraedro
sélido como un simplex de dimensién tres. Para la
mayoria de los casos, se puede tomar al tetraedro
como el elemento distinguido de los volimenes.

MI 1 F 3 4

| Tetraedno| 1 1 1 1

A continuacién la figura con su respectiva tabla
muestran la malla de la superficie de un cubo repre-
sentado a partir de tridngulos representados como
simplices de dimensién 2. Esta seria la representa-
cién mediante su matriz de incidencia.

4

g
M 1 2 3 4 5 & i &
T 1 1 1
T2 1 1 9
T3 1 1 1
T4 1 1 1
T5 1 1 1
T8 1 1 1
T7 1 1 1
T8 1 1 1
T9 1 1 1
T10 1 1 1
LEL ] 1 1
T12 1 1 1

5. CONCLUSIONES

Con las herramientas matematicas de Topologia
Combinatoria en complejos simpliciales llegamos a
demostrar el isomorfismo de grupos entre el primer
grupo de homotopia de la esfera y los enteros.

Los complejos simpliciales son una herramienta
matematica muy usada en la Ingenieria de sistemas,
de Software y algunos cdlculos computacionales de
mallas en particular, donde se usa la matriz de in-
cidencia de un complejo simplicial.
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